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ESERCIZIO PRECEDENTE

• Es 2.5, Il rango di un elemento di una lista di interi é la somma degli 
elementi successivi piú se stesso.

• Rango di [3,2,5] é [10,7,5]

• Creare una funzione che calcola il rango di una lista
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ALBERI
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ALBERO
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✦     In un albero 
✦     Profondità di un nodo: la  

lunghezza del percorso dalla  
radice al nodo  
(i.e., numero archi attraversati) 

✦     Livello: l'insieme dei nodi alla  
stessa profondità 

✦     Altezza dell'albero:  
massimo livello delle sue foglie

p=0

Altezza albero: 3

p=1

p=2

p=3

Livello 3 



ALBERI: OPERAZIONI
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che permettono di leggere e scrivere il contenuto dei nodi.

TREE
% Costruisce un nuovo albero, costituito da un solo nodo e contenente v
Tree(ITEM v)

% Legge il valore
ITEM read()

% Scrive v nel nodo
write(ITEM v)

% Restituisce il padre; nil se questo nodo è radice
TREE parent()

% Restituisce il primo figlio; nil se questo nodo è foglia
TREE leftmostChild()

% Restituisce il prossimo fratello del nodo a cui è applicato; nil se assente
TREE rightSibling()

% Inserisce il sottoalbero t come primo figlio di questo nodo
insertChild(TREE t)

precondition: t.parent() = nil

% Inserisce il sottoalbero t come successivo fratello di questo nodo
insertSibling(TREE t)

precondition: t.parent() = nil

% Distrugge il sottoalbero radicato nel primo figlio di questo nodo
deleteChild()

% Distrugge il sottoalbero radicato nel prossimo fratello di questo nodo
deleteSibling()

Sono presenti le operazioni parent(), leftmostChild() e rightSibling(), che restituiscono ri-
spettivamente il padre, il primo figlio e il fratello successivo di un nodo. Le ultime due possono
essere utilizzate per scorrere la lista dei figli. Se parent() restituisce nil, il nodo è radice; se
leftmostChild() restituisce nil, il nodo è foglia (ovviamente, un nodo può essere radice e foglia
contemporaneamente). Se rightSibling() restituisce nil, è stata ispezionata l’intera lista di figli.

La creazione di nuovi alberi sfrutta la ricorsività della definizione di questa struttura di da-
ti; oltre al caso base, rappresentato dalla costruzione di alberi costituiti da singoli nodi isolati
(descritta in precedenza), è possibile “aggiungere” un sottoalbero come figlio (operazione in-
sertChild()) o come fratello successivo (operazione insertSibling()) di un particolare nodo. La
precondizione per applicare questi metodi con successo è che l’albero da aggiungere non sia
già sottoalbero di un altro albero (parent() �= nil). Infine, sono presenti le operazioni delete-
Child() e deleteSibling() che distruggono il sottoalbero radicato nel primo figlio e nel fratello
successivo del nodo su cui si applica l’operazione. Gli effetti delle operazioni insertChild(),



VISITA : PRE-VISITA
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– la postvisita di T consiste nell’effettuare, nell’ordine, la postvisita di T1, . . . , Tk e poi
nell’esaminare r;

– Fissato i � 1, la invisita di T consiste nell’effettuare la invisita di T1, . . . , Ti, nell’esami-
nare r, e poi nell’effettuare la invisita di Ti+1, . . . , Tk.

Esempio 5.4 (Visita di alberi ordinati). Gli ordini di visita dell’albero della Fig. 5.1 sono:

Previsita: Regno vegetale, Crittogame, Tallofite, Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti,
Funghi, Archegoniate, Briofite, Pteridofite, Fanerogame, Gimnosperme, Cicadali, Ginkgoali,
Coniferali, Gnetali, Angiosperme, Dicotiledoni, Monocotiledoni;

Postvisita: Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Tallofite, Briofite, Pteridofite, Ar-
chegoniate, Crittogame, Cicadali, Ginkgoali, Coniferali, Gnetali, Gimnosperme, Dicotiledoni,
Monocotiledoni, Angiosperme, Fanerogame, Regno vegetale;

Invisita (i = 1): Cianoficee, Tallofite, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Crittogame, Briofi-
te, Archegoniate, Pteridofite, Regno vegetale, Cicadali, Gimnosperme, Ginkgoali, Coniferali,
Gnetali, Fanerogame, Dicotiledoni, Angiosperme, Monocotiledoni;

Per livelli: Regno vegetale, Crittogame, Fanerogame, Taliofite, Archegoniate, Gimnosperme,
Angiosperme, Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Briofite, Pteridofite, Cicadali,
Ginkgoali, Coniferali, Gnetali, Dicotiledoni, Monocotiledoni.

In pratica, l’ordine di visita anticipato coincide con quello del diritto di successione al tro-
no nell’albero genealogico di una dinastia regnante. Per illustrare la differenza tra gli ordini
di visita anticipato e posticipato, c’è un modo pittoresco che non tira in ballo la ricorsione. Si
immagini che l’albero sia una sorta di isola fatta a fiordo: i cerchietti rappresentano fari e le
linee che collegano coppie di fari rappresentano alte scogliere. Una nave fa la circumnaviga-
zione dell’isola, partendo dalla radice e costeggiando sempre le scogliere. Il capitano segna sul
libro di bordo il nome di ciascun faro che viene incontrato nella navigazione, ma solo quando
lo incontra per la prima volta. È facile verificare che se la circumnavigazione procede in senso
antiorario, allora si ottiene proprio l’ordine di visita anticipato, mentre se procede in senso
orario si ottiene l’ordine di visita posticipato inverso (cioè letto da destra verso sinistra, ovvero
dall’ultimo nodo visitato al primo). Il seguente schema di procedura serve per effettuare sia la
visita anticipata che quella posticipata.

visitaProfondità(TREE t)
precondition: t ⇤= nil

(1) esame “anticipato” del nodo radice di t

TREE u⇥ t.leftmostChild()
while u ⇤= nil do

visitaProfondità(u)
u⇥ u.rightSibling()

(2) esame “posticipato” del nodo radice di t

a

b e

c d f g

Sequenza: a   b   c   d   e   f   g

T
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a

b e

c d f g

T
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– la postvisita di T consiste nell’effettuare, nell’ordine, la postvisita di T1, . . . , Tk e poi
nell’esaminare r;

– Fissato i � 1, la invisita di T consiste nell’effettuare la invisita di T1, . . . , Ti, nell’esami-
nare r, e poi nell’effettuare la invisita di Ti+1, . . . , Tk.

Esempio 5.4 (Visita di alberi ordinati). Gli ordini di visita dell’albero della Fig. 5.1 sono:

Previsita: Regno vegetale, Crittogame, Tallofite, Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti,
Funghi, Archegoniate, Briofite, Pteridofite, Fanerogame, Gimnosperme, Cicadali, Ginkgoali,
Coniferali, Gnetali, Angiosperme, Dicotiledoni, Monocotiledoni;

Postvisita: Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Tallofite, Briofite, Pteridofite, Ar-
chegoniate, Crittogame, Cicadali, Ginkgoali, Coniferali, Gnetali, Gimnosperme, Dicotiledoni,
Monocotiledoni, Angiosperme, Fanerogame, Regno vegetale;

Invisita (i = 1): Cianoficee, Tallofite, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Crittogame, Briofi-
te, Archegoniate, Pteridofite, Regno vegetale, Cicadali, Gimnosperme, Ginkgoali, Coniferali,
Gnetali, Fanerogame, Dicotiledoni, Angiosperme, Monocotiledoni;

Per livelli: Regno vegetale, Crittogame, Fanerogame, Taliofite, Archegoniate, Gimnosperme,
Angiosperme, Cianoficee, Batteri, Alghe, Mixomiceti, Funghi, Briofite, Pteridofite, Cicadali,
Ginkgoali, Coniferali, Gnetali, Dicotiledoni, Monocotiledoni.

In pratica, l’ordine di visita anticipato coincide con quello del diritto di successione al tro-
no nell’albero genealogico di una dinastia regnante. Per illustrare la differenza tra gli ordini
di visita anticipato e posticipato, c’è un modo pittoresco che non tira in ballo la ricorsione. Si
immagini che l’albero sia una sorta di isola fatta a fiordo: i cerchietti rappresentano fari e le
linee che collegano coppie di fari rappresentano alte scogliere. Una nave fa la circumnaviga-
zione dell’isola, partendo dalla radice e costeggiando sempre le scogliere. Il capitano segna sul
libro di bordo il nome di ciascun faro che viene incontrato nella navigazione, ma solo quando
lo incontra per la prima volta. È facile verificare che se la circumnavigazione procede in senso
antiorario, allora si ottiene proprio l’ordine di visita anticipato, mentre se procede in senso
orario si ottiene l’ordine di visita posticipato inverso (cioè letto da destra verso sinistra, ovvero
dall’ultimo nodo visitato al primo). Il seguente schema di procedura serve per effettuare sia la
visita anticipata che quella posticipata.

visitaProfondità(TREE t)
precondition: t ⇤= nil

(1) esame “anticipato” del nodo radice di t

TREE u⇥ t.leftmostChild()
while u ⇤= nil do

visitaProfondità(u)
u⇥ u.rightSibling()

(2) esame “posticipato” del nodo radice di t

Sequenza: c   d   b   f   g   e   a
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a

b e

c d f g

T

CAPITOLO 5. ALBERI 87

Se l’esame del nodo t viene effettuato solo nella riga (1), ignorando la riga (2), si ottiene la
procedura previsita(), mentre se viene effettuato nella riga (2), ignorando la riga (1), si ottiene
la procedura postvisita().

La invisita richiede codice leggermente più complesso; quando invisita() viene eseguito sul
nodo t, la stessa procedura viene richiamata ricorsivamente sui primi i figli di t, se presenti;
viene effettuata la visita simmetrica di t, e quindi invisita() viene richiamata sui restanti figli.

invisita(TREE t)
precondition: t ⇥= nil

TREE u� t.leftmostChild()
integer k � 0
while u ⇥= nil and k < i do

k � k + 1
invisita(u)
u� u.rightSibling()

esame “simmetrico” del nodo t
while u ⇥= nil do

invisita(u)
u� u.rightSibling()

visitaAmpiezza(TREE t)
precondition: t ⇥= nil

QUEUE Q� Queue()
Q.enqueue(t)
while not Q.isEmpty() do

TREE u� Q.dequeue()
esame “per livelli” del nodo u
u� u.leftmostChild()
while u ⇥= nil do

Q.enqueue(u)
u� u.rightSibling()

La visita per livelli illustrata nell’algoritmo visitaAmpiezza() utilizza un approccio com-
pletamente diverso. Invece di essere basata su una visita ricorsiva (che implicitamente utilizza
una pila), è una procedura† iterativa basata su una coda. All’inizio, si inserisce la radice nella
coda. Quando un nodo viene estratto, vengono inseriti tutti i suoi figli nella coda, in ordine. È
facile dimostrare per induzione che tutti i nodi del livello i-esimo vengono esaminati prima dei
nodi del livello (i + 1)-esimo.

Nelle tre procedure di visita in profondità descritte viene effettuata esattamente una chia-
mata ricorsiva per ciascun nodo, per un totale di n chiamate, dove n è il numero di nodi del-
l’albero. Nella visita in ampiezza, ogni nodo è inserito in coda esattamente una volta. Pertanto,
la complessità delle quattro procedure di visita è �(n), purché si fornisca una realizzazione in
cui le operazioni utilizzate nelle procedure di visita richiedano tempo O(1).

5.3 Realizzazione con puntatori padre/primo-figlio/fratello

La realizzazione più naturale, detta a puntatori padre/primo-figlio/fratello, segue fedel-
mente la specifica, memorizzando per ogni nodo il valore, il puntatore al padre, il puntatore
al primo figlio e il puntatore al fratello successivo. La Fig. 5.6 illustra un albero realizzato in
questo modo. I nodi sono memorizzati direttamente in strutture di tipo TREE, che vengono
create come nodi isolati contenenti un singolo valore.

Le operazioni per spostarsi lungo l’albero (parent(), leftmostChild() e rightSibling()), cosı̀
come le operazioni di lettura e scrittura del valore del nodo (read() e write()) vengono realiz-

Sequenza (i=1): c   b   d   a   f   e   g
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Se l’esame del nodo t viene effettuato solo nella riga (1), ignorando la riga (2), si ottiene la
procedura previsita(), mentre se viene effettuato nella riga (2), ignorando la riga (1), si ottiene
la procedura postvisita().

La invisita richiede codice leggermente più complesso; quando invisita() viene eseguito sul
nodo t, la stessa procedura viene richiamata ricorsivamente sui primi i figli di t, se presenti;
viene effettuata la visita simmetrica di t, e quindi invisita() viene richiamata sui restanti figli.

invisita(TREE t)
precondition: t ⇥= nil

TREE u� t.leftmostChild()
integer k � 0
while u ⇥= nil and k < i do

k � k + 1
invisita(u)
u� u.rightSibling()

esame “simmetrico” del nodo t
while u ⇥= nil do

invisita(u)
u� u.rightSibling()

visitaAmpiezza(TREE t)
precondition: t ⇥= nil

QUEUE Q� Queue()
Q.enqueue(t)
while not Q.isEmpty() do

TREE u� Q.dequeue()
esame “per livelli” del nodo u
u� u.leftmostChild()
while u ⇥= nil do

Q.enqueue(u)
u� u.rightSibling()

La visita per livelli illustrata nell’algoritmo visitaAmpiezza() utilizza un approccio com-
pletamente diverso. Invece di essere basata su una visita ricorsiva (che implicitamente utilizza
una pila), è una procedura† iterativa basata su una coda. All’inizio, si inserisce la radice nella
coda. Quando un nodo viene estratto, vengono inseriti tutti i suoi figli nella coda, in ordine. È
facile dimostrare per induzione che tutti i nodi del livello i-esimo vengono esaminati prima dei
nodi del livello (i + 1)-esimo.

Nelle tre procedure di visita in profondità descritte viene effettuata esattamente una chia-
mata ricorsiva per ciascun nodo, per un totale di n chiamate, dove n è il numero di nodi del-
l’albero. Nella visita in ampiezza, ogni nodo è inserito in coda esattamente una volta. Pertanto,
la complessità delle quattro procedure di visita è �(n), purché si fornisca una realizzazione in
cui le operazioni utilizzate nelle procedure di visita richiedano tempo O(1).

5.3 Realizzazione con puntatori padre/primo-figlio/fratello

La realizzazione più naturale, detta a puntatori padre/primo-figlio/fratello, segue fedel-
mente la specifica, memorizzando per ogni nodo il valore, il puntatore al padre, il puntatore
al primo figlio e il puntatore al fratello successivo. La Fig. 5.6 illustra un albero realizzato in
questo modo. I nodi sono memorizzati direttamente in strutture di tipo TREE, che vengono
create come nodi isolati contenenti un singolo valore.

Le operazioni per spostarsi lungo l’albero (parent(), leftmostChild() e rightSibling()), cosı̀
come le operazioni di lettura e scrittura del valore del nodo (read() e write()) vengono realiz-

Sequenza: a   b   e   c   d   f   g
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[Libro 5.4] Gli ordini di visita di un albero binario di 9 nodi sono 
i seguenti:

• A, E, B, F, G, C, D, I, H(anticipato)  
• B, G, C, F, E, H, I, D, A (posticipato)  
• B, E, G, F, C, A, D, H, I (simmetrico). 

Si ricostruisca l’albero binario e si illustri brevemente il 
ragionamento. 
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[Libro 5.1] L’altezza di un albero ordinato è il massimo livello 
delle sue foglie. Si fornisca una funzione che calcoli in tempo 
ottimo l’altezza di un albero ordinato T di n nodi.
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[Libro 5.2] Dato un albero ordinato i cui nodi contengono valori 
interi, se ne vogliono cancellare tutte le foglie per le quali il 
percorso radice-foglia ha somma complessiva dei valori uguale a k. 
Fornire una procedura di complessità ottima.

(Suggerimento: utilizzare l’algoritmo pre-visita, modificare tale 
funzione in modo che la funzione ritorna un bool per dare segnale 
di cancellazione)
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Le soluzioni si trovano nella pagina 104 del libro: Alan 
Bertossi, Alberto Montresor. Algoritmi e Strutture di Dati, 3a 

edizione. Città Studi Edizioni, 2014
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Visita Albero: https://www.youtube.com/watch?v=tYPUvEZF8XE
Approfondimenti: https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_traversal

https://www.youtube.com/watch?v=tYPUvEZF8XE
https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_traversal

